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RESUMEN

Este reporte de investigacion se enmarca en el Proyecto “Teoria de
Van Hiele y Cabri Géométre en la construccion del concepto de
transformaciones rigidas del plano”. En el se pretende determinar los
niveles del pensamiento geométrico de los alumnos del Profesorado en
Matematica que cursan la asignatura Geometria Métrica y Trigonometria
en la Facultad de Ciencia Exactas y Naturales y Agrimensura de la UNNE,
en el estudio del tema Transformaciones Rigidas del Plano y compararlos
con los de quienes emplean en el aprendizaje del tema el Soft Cabri
Géometre, siguiendo una secuencia que responde a lo establecido en el
modelo de Van Hiele, a efectos de verificar o rechazar la hipétesis de que
el empleo del Soft facilita en una situacion de ensefianza-aprendizaje
avanzar del nivel de deduccién informal a niveles superiores de

razonamiento.
INTRODUCCION

Después de las reformas curriculares realizadas en las Gltimas décadas del siglo
pasado se ha evidenciado en todos los niveles educativos un renovado interés por la
ensefianza de la Geometria buscando recuperar el espacio y sentido que ha ido
perdiendo en la escuela. Numerosas publicaciones en revistas especializadas y

ponencias en congresos dan cuenta de ese interés.

Buscando mejorar el aprendizaje de sus estudiantes, en los afios cincuenta el
matrimonio integrado por Pierre y Dina Van Hiele quienes se desempefiaban como
profesores en Holanda, proponen un modelo que es a la vez descriptivo, en cuanto

intenta proporcionar informacidn acerca de la evolucion del razonamiento geométrico
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de los alumnos, y por otro, prescriptivo porque proporciona herramientas para que los
docentes puedan facilitar a los estudiantes pasar de un nivel a otro nivel superior de
razonamiento. Pierre Van Hiele fue el disefiador tedrico del modelo y su esposa Dina
Van Hiele desarrollé una aplicacion practica del modelo en geometria. (Jaime, A. 1995).

Adela Jaime(1995) destaca las siguientes caracteristicas del modelo a las que
considera importantes para la comprension del mismo:  Secuencialidad en la
adquisicion de los niveles que significa que no es posible alterar el orden de
adquisicion de los niveles de razonamiento; Especificidad del lenguaje: cada nivel tiene
un lenguaje propio que no es posible desconocerlo tanto por parte de los docentes como
de los alumnos pues provocaria incomprension porque cada uno le daria su propia
interpretacion; Paso de un nivel al siguiente: el paso de un nivel , segun los Van Hiele
se da bruscamente, es decir una persona comienza razonando segun las caracteristicas
de un nivel y llega un momento en que ve la geometria de otra manera. Sin embargo las
investigaciones han mostrado que no sucede asi, sino que hay momentos en los
aparecen razonamientos de dos tipos de niveles distintos; Globalidad o localidad: esta
caracteristica supondria que todos los individuos tienen el mismo nivel de razonamiento
en todos los conceptos de geometria pero las investigaciones indican que es posible que
se posea distintos niveles en distintos conceptos; Instruccion: la adquisicion de los
sucesivos niveles no es una cuestion biologica, no depende de la edad de los

individuos, depende de la instruccion recibida y de la experiencia personal.

Si bien la filosofia del Modelo se refiere al razonamiento en general, los trabajos
de investigacion que emplean el Modelo de Van Hiele estan centrados en la Geometria,
destacandose muy especialmente los realizados por Angel Gutiérrez y Adela Jaime
Pastor, aunque existen trabajos en otras areas como la Fisica y el Célculo diferencial
entre los que es posible mencionar : “La nocién de continuidad desde la optica de los
Niveles de Van Hiele de Pedro Campillo Herrero y Pedro Pérez Carrera, “ An extension
of Van Hiele’s models to the study of local aproximation™ de Jos¢ Luis Llorens, entre
otros. Mayberry (1983) ha realizado estudios relativos a la naturaleza jerérquica de los
niveles de Van Hiele y la asignacion de niveles a los estudiantes, Usiskin (1982) ha
medido las habilidades geométricas de estudiantes como una funcién del nivel de Van
Hiele y Fuys, Geddes y Tischhler(1985) han estudiando los efectos d e la instruccion

en un nivel de Van Hiele predominante en los estudiantes.
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Otro aspecto gque se ha tenido en cuenta en este trabajo es la incorporacion de las
nuevas tecnologias en la ensefianza de la matematica y de la geometria en particular.
Numerosas publicaciones y trabajos tales como los Lopez Salmeron (2006);
Willers(1999), Uicab Ballote , Oktac (2006), ponen de manifiesto que el empleo de la
informatica en educacion influye satisfactoria y significativamente en la mejora de los

procesos de ensefianza y aprendizaje.

El Soft Cabri-Géométre permite a los estudiantes experimentar temas
geométricos de la misma manera que se experimentan temas aritméticos con las
calculadoras e inducir descubrimientos siguiendo el proceso: Disefiar —» Explorar—
Modelizar — Conjeturar — Definir — Argumentar — Demostrar. (Alsina, 1997),

actividades propias del quehacer matematico.

El contenido matematico seleccionado es trasformaciones rigidas, elegido en
virtud de que las isometrias se pueden emplear como elemento unificador (concepto de
grupo) tal como lo presentd Félix Klein (1872) quien encuentra en el concepto de grupo
una idea unificadora, y lo desarrolla en Geometria. Asi, la geometria euclidea plana,
consiste en el estudio de las figuras del plano, incluidas las areas y longitudes, que
permanecen invariantes bajo el grupo de las transformaciones que se genera por las
traslaciones y rotaciones en el plano, llamadas transformaciones rigidas 0 movimientos.
(Boyer C, 1996).

MARCO TEORICO
NIVELES RAZONAMIENTO DE VAN HIELE

Para la determinacion de la evolucién de los niveles del pensamiento geométrico
en los alumnos del Profesorado en Matematica que cursan la asignatura Geometria
Meétrica y Trigonometria se emplea la Teoria de Niveles del Pensamiento Geométrico
de Van Hiele (Modelo de Van Hiele) y el Soft Cabri Géométre.

El modelo de Van Hiele explica como se produce la evolucion del razonamiento
geométrico de los estudiantes y el modo de ayudarlos a pasar de un nivel a otro de
razonamiento. Segun este modelo el aprendizaje es comparado a un proceso inductivo

(Alsina; 1997); asi en un nivel n -1 pueden ser estudiadas ciertas cuestiones limitadas de
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los objetos geometricos. En el nivel n se suponen conocidos los conocimientos del nivel
n-1y se explicitan las relaciones que estaban implicitas en el nivel anterior, aumentando
asi el grado de comprension del conocimiento. Asi los objetos de nivel n son

extensiones del nivel n-1.

El modelo de Van Hiele esta estructurado en niveles y fases y describe las
diferentes formas de razonamiento que es posible encontrar en los individuos sin

diferencia de edades.

En geometria se caracterizan de la siguiente manera: (Alsina, 1997), (Gutiérrez;
1996)

Nivel 0: Los individuos perciben las figuras como un todo global, no reconocen
las partes y componentes de las figuras, no explicitan las propiedades determinantes de
las figuras, pueden sin embargo producir una copia de cada figura particular o
reconocerla, Los argumentos o razonamientos de los estudiantes se basan en

descripciones o exhibiciones de caracteristicas fisicas de las figuras u objetos.

Nivel 1: Los individuos pueden analizar las partes y propiedades particulares de
las figuras, pero no pueden explicitar relaciones entre distintas familias de figuras, las
propiedades de las figuras se establecen experimentalmente; es el inicio del
razonamiento matematico. Las demostraciones son de tipo empirico, se trata de la

comprobacion de que la conjetura se verifica en un limitado niamero de ejemplos.

Nivel 2: Los individuos determinan las figuras por sus propiedades matematicas
aunque no sean capaces de organizar una secuencia de razonamientos que justifiquen
sus observaciones. Es el inicio del razonamiento matematico légico deductivo aunque
de caracter informal. En este nivel los estudiantes aprenden a distinguir hipotesis y tesis
y entienden el concepto de dependencia logica aunque se apoyan todavia en la
manipulacion y en ejemplos concretos, no se reconoce la necesidad del rigor en los
razonamientos. En este nivel, los estudiantes no pueden escribir demostraciones

formales ni usar la escritura y simbologia matematica formal

Nivel 3: En este nivel los estudiantes ya comprenden las ventajas del

razonamiento deductivo formal, la estructura de un sistema axiomatico (axiomas,
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definiciones y teoremas) y pueden desarrollar secuencias de proposiciones para deducir
una propiedad de otra. En este nivel los estudiantes son capaces de realizar
razonamientos totalmente abstractos, desvinculados de cualquier elemento concreto
sustentados Unicamente en la manipulacion de propiedades y teoremas aceptados o

demostrados con anterioridad y escribir demostraciones formales.

Nivel 4: En este niveles el de m&ximo rigor y abstraccion en el razonamiento
matematico. Los individuos estan capacitados para analizar el grado de rigor de varios
sistemas deductivos, pueden apreciar la consistencia, la independencia y la completitud
de los sistemas de axiomaticos de la geometria. Este nivel por su alto grado de
abstraccion debe ser considerado en una categoria aparte, tal como sugieren los ultimos

estudios sobre el tema. (Alsina, Fortuny y Pérez Gomez, 1997).

Van Hiele propuso cinco fases de ensefianza que guian al docente en el disefio
de experiencias de aprendizaje adecuadas para el progreso del estudiante en su
aprendizaje de la Geometria. Fasel: Discernimiento, en esta fase se presenta a los
estudiantes situaciones de trabajo dando el vocabulario y las observaciones necesarias
para el su desarrollo. Fase 2: Orientacion dirigida, en esta fase se propone a los
estudiantes una secuencia de actividades graduadas a realizar y explorar; la ejecucion y
la reflexidon propuesta serviran de motor para propiciar el avance en los niveles de
conocimiento. Fase 3: Explicitacién los estudiantes, una vez realizadas las experiencias,
expresan sus resultados y comentarios; durante esta fase el estudiante estructura el
sistema de relaciones exploradas. Fase 4: Orientacion libre; con los conocimientos
adquiridos, los estudiantes aplican sus conocimientos de forma significativa a otras
situaciones distintas de las presentadas, pero con una estructura comparable. Fase 5:
Integracion., los objetos y las relaciones son unificados e interiorizados en su sistema

mental de conocimientos. Superada la Fase 5, se alcanza un nuevo nivel. (Alsina, 1997).

Las ideas que guiaron a Van Hiele para la caracterizaciéon de su modelo y que se
emplean actualmente son las siguientes: a) Se pueden encontrar varios niveles diferentes
de perfeccion en el razonamiento de los estudiantes de matematica; b) Un estudiante
solo pondra comprender realmente aquella parte de la matematica que el profesor le
presente de manera adecuada a su nivel de razonamiento; ¢) Si una relacién matematica

no puede expresarse en el nivel actual de razonamiento de los estudiantes, sera
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necesario que ellos alcancen un nivel de razonamiento superior para ser presentada. d)
No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada manera pero si se les
puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matematicas, a que llegue lo

antes posible a razonar de esa forma. (Jaime A, Gutiérrez, A., 1990)
EL SOFTWARE CABRI GEOMETRE

El software es un programa computacional desarrollado por Ives Baulac, Franck
Bellemain y Jean-Marie Laborde del laboratorio de estructuras discretas y de didactica
LSD2 del Instituto de Informatica y Matematicas Aplicadas de Grenoble (IMAG)
Francia, de la Universidad Joseph Fourier de Grenoble con el apoyo del Centro
Nacional de Investigacion Cientifica (CNRS) de Francia, que ayuda a comprender
como se trabaja en geometria, a estudiar las propiedades de las figuras, a visualizar los
objetos geométricos creados, moverlos y analizar y observar las propiedades que se
conservan e identificar sus invariantes, regido por las reglas de la geometria euclidiana.
Estas caracteristicas hacen que la visualizacion estatica de una construccion sea
modificada por una construccion dindmica, redundando en una mejor comprension de

los conceptos que se desean aprender.

Los menus de la barra de herramientas del soft permiten realizar diferentes
acciones, en particular del mena Transformar la opcién Simetria Axial: construye la
imagen de un objeto respecto de una recta (eje); Rotacién: construye la imagen de un
objeto que gira alrededor de un punto segln un determinado angulo orientado; Simetria
Central: construye la imagen simétrica de un objeto respecto a un punto. Traslacion:
construye la imagen de un objeto que se traslada segun un vector. Reflexién deslizante:
construye la imagen especular y trasladada de un objeto respecto de un eje y un vector

paralelo al mismo.
METODO

Para el andlisis de la evolucion de los niveles de pensamiento geométrico de los
estudiantes del Profesorado en Matematica que cursaron la asignatura Geometria
Meétrica y Trigonometria en los afios 2003, 2004 y 2005 respectivamente se realizaron

diferentes actividades.
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Se inicio con la realizacion de una exhaustiva revision bibliografia de las
investigaciones que tratan de idéntica problematica de las transformaciones rigidas, del
Modelo de Van Hiele y del uso de ordenadores y programas de geometria dindmica para

la ensefianza de la geometria.

Se organizo6 y dicté un curso de Cabri destinado a los estudiantes que cursan la

asignatura para que conozcan el Soft y su uso.

Se implementaron dos test (test inicial y final), disefiados siguiendo las
propuestas que presentan Jaime Pastor y Gutiérrez Rodriguez (1996), de manera que las
respuestas de los alumnos pudieran ser evaluadas desde la teoria de niveles de Van
Hiele y siguiendo la caracterizacion propuesta por Alsina, Fortuny y Pérez Gomez

(1997).

El test inicial se aplico luego de proporcionar conceptos tedricos sobre el tema 'y
consistio en la realizacion de actividades caracteristicas de los Niveles: 0, 1, 2, y 3
considerando las diferentes fases (Discernimiento, Orientacion dirigida, Explicitacion,
Orientacion Libre, Integracién) siguiendo la propuesta para el tema Transformaciones

Rigidas brindada por Alsina, Fortuny y Pérez Gomez, (1997) que se transcribe a

continuacion en el siguiente cuadro.

Niveles Fases 0.Figura 1.Propiedad 2.Relacion 3.Demostra- 4. Sistema
cion
1.Discerni- Comparar las acciones de Comparar por Relacionar las Relacionar el Relacionar la
miento desliga(, girar, y saltar con los ejemplq la idea de _acciones de ga{'r)bio de regularidad
movimientos de traslacion, de mediatriz con lade | girary trasladar | posicion de una
rotacién y de reflexion. eje de simetria con las de figura con su ~con la )
doblar. superposicion importancia
mediante
pliegues
sucesivos.
2.Orientacion Trasladar, girar y simetrizar una Encontrar las Efectuar Efectuar Identificar
dirigida figura. propiedades difergn?es composiciones todas las
comunes de los composiciones de tres .
puntos que se de reflexiones reflexiones transformacion

obtienen al
transformar un
punto dado.

es que dejan
invariante una
figura.

4Qrientacion libre

Resolver un problema
por el método de las
transformaciones
geomeétricas.

Descubrir los
elementos
constituyentes de
una figura que se
conserven al
efectuar
transformacio- nes
geométricas.

p Dado un giro o
una traslacion
encontrar los

ejes de reflexion

que los
descompone.

ladas 2 posiciones
de una figura,
encontrar la
composicion de
reflexiones que
transforma una
posicion en otra.

Encontrar
la figura dado
su grupo de

simetria.
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b.5 Interrogaciéon  pfiniciones elementos béasicos de las Enunciar la Estudio de la Estudio de la Clasificacion
transformaciones geométricas. nocion general composicion generacion de y teoria de
de propiedades general de 2 cualquier
invariantes. reflexiones isometria como grupos.
producto
general de 2
reflexiones

El segundo test (Test final) se aplico luego de haber trabajado el tema en las
clases préacticas en las cuales se presentaron situaciones de aprendizaje que incluyeron
las fases para cada uno de los niveles 0, 1,2 y 3. En esta oportunidad, el grupo de
estudiantes se dividi6 al azar en dos grupos de igual niamero de integrantes. Uno de ellos

realizo sus tareas en forma tradicional, mientras que el otro lo realizd empleando el soft.

Tanto en el test inicial como en el final se presentaron problemas en los que se
enfatizo la necesidad de que los alumnos explicaran o demostraran las conjeturas que
realizaban. Cada problema era posible resolverse usando distintos niveles de
razonamiento a efectos de desarrollar las diferentes capacidades que habitualmente

encontramos entre los estudiantes de una clase.

Para la asignacion de niveles de razonamiento de los alumnos se tuvieron en
cuenta tanto el tipo de respuesta a una situacion planteada como el grado de adquisicion
de un nivel de razonamiento. El proceso de evaluacién del nivel del razonamiento se
inicié asignando el nivel segln el tipo de respuesta que dio cada estudiante a las
cuestiones que conformaron el test escrito. Se tuvo especialmente en cuenta que “Las
diferentes capacidades de razonamiento asociadas a los niveles de Van Hiele no sélo se
reflejan en la forma de resolver los problemas propuestos, sino en la forma de
expresarse y en el significado que se le da a un determinado vocabulario” (Jaime y
Gutiérrez, 1990) y que “para determinar el nivel de razonamiento lo mas importante no
es evaluar si los estudiantes contestan bien o mal, sino como contestan y por qué lo
hacen asi” (Jaime y Gutiérrez, 1990). Para establecer las diferencias entre ambos grupos
de estudiantes se utilizé el test x> de homogeneidad en tabla de contingencia al nivel de

significacion del 5%.
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RESULTADOS OBTENIDOS

Se presentan a continuacion los resultados obtenidos luego de realizar la
experiencia con tres diferentes grupos de estudiantes del Profesorado en Matematica
durante los afios 2003, 2004 y 2005.

La siguiente Tabla I resume el nimero de alumnos y porcentajes por nivel
alcanzado en el Test Inicial y Test-Final durante los afios 2003,2004 y 2005

respectivamente.

Niveles de razonamiento de los estudiantes alcanzados por los diferentes grupos

de estudiantes luego de la aplicaciones de los tests inicial y final

Nivel 0 Nivel | Nivel 11 Nivel 111 Nivel IV

Afo | N°Alumnos | Test Test | Test Test | Test Test | Test Test | Test Test

Inicial | Final | Inicial | Final | Inicial | Final | Inicial | Final | Inicial | Final

2003 26 3 0 8 1 15 20 0 5 0 0
12% | 0% | (31%) | 4% 571% | 77% | 0% 19% | 0% 0%

2004 15 0 0 9 2 6 10 0 3 0 0
0% 0% | 60% | 13% | 40% | 67% | 0% | 20% | 0% 0%
2005 19 0 0 3 0 15 9 1 10 0 0

0% 0% 16% | 0% 79% | 47% | 5% | 53% | 0% 0%

Tabla |

Los estudiantes que han alcanzado el Nivel 0 fueron capaces de identificar una
transformacion rigida, aplicar una transformacion rigida a una figura, e identificar y
definir los elementos béasicos de una transformacion. Alcanzaron el Nivel 1 los
alumnos que encontraron las propiedades de las imagenes de puntos del plano por
medio de una transformacion rigida, descubrieron y enunciaron las propiedades que
permanecen invariantes en una transformacion rigida. Quienes alcanzaron el Nivel 2
fueron capaces de efectuar diferentes composiciones de transformaciones, explicitar
todas las posibilidades de componer dos reflexiones, descomponer un movimiento y
caracterizar en forma general la composicion de dos reflexiones. EI Nivel 3 es
alcanzado por quienes son capaces de relacionar el cambio de posicion de una figura
con un movimiento, efectuar composicién de tres reflexiones, explicitar todas las

posibilidades de componer tres reflexiones, dados dos posiciones de una figura
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encontrar la composicion de de reflexiones que transforman una posicion en otra,

estudio de la generacion de cualquier isometria como producto de reflexiones.

La Tabla Il resume la variacion de niveles de los estudiantes (en numeros y
porcentajes) y la variacion de los niveles comparando entre quienes emplearon el Soft

Cabri y quines no lo hicieron (en numeros y porcentajes).

Tabla Il Variacion de los niveles de razonamiento de los diferentes grupos de

estudiantes

Mantuviero | Subiero | Mantuviero | Mantuviero | Subiero | Subiero ZZ
Afo | N°Alumno n el nivel nel nnivel con | nnivel sin | nnivel n nivel
S nivel Cabri Cabri con sin
Cabri Cabri
11 15 5 8 8 5 0.615
200 26 42% 58% 38.5% 61.5% 61.5% 38.5% gl=1
3 P=0.43
3
200 15 6 9 2 4 5 4 0.714
4 40% 60% 29% 50% 71% 50% gl=1
0.398
200 19 8 11 4 4 7 4 0.35
5 42% 58% 37% 50% 63% 50% gl=1
P=0.55
Tabla 11

CONCLUSIONES

Los resultados que refleja la Tabla I, indican que la mayoria de los estudiantes
ha adquirido niveles superiores de razonamiento al que poseia al inicio del curso; sin
embargo consideramos insuficiente el nimero de alumnos que alcanzan el Nivel 3
(Demostracion), lo que es deseable para los estudiantes de un curso universitario de
Geometria. Resulta bastante homogénea la distribucion de alumnos por niveles
alcanzados, especialmente en los dos primeros afios en que se ha realizado la

experiencia.

En todos los afios es mayor el nimero de estudiantes que ha pasado solamente a
un nivel superior de razonamiento, Yy en algunos casos puntuales han superado dos
niveles de razonamiento; es significativo el nimero de estudiantes que se mantiene en el

nivel de razonamiento inicial.

10
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Del grupo de estudiantes que empled el soft Cabri Géomeétre en sus practicas, tal
como lo refleja la Tabla Il, la mayoria pasé a un nivel superior de razonamiento,
obteniendo mejor rendimiento, lo que validaria nuestra hipdtesis de trabajo, sin
embargo no se encontraron diferencias significativas en el rendimiento de los dos

grupos de alumnos, mediante el estadistico %* debido al tamafio reducido de la muestra.

El trabajar con el Soft Cabri despertd en los estudiantes, tanto la curiosidad e
interés por la geometria como por la herramienta misma, sus posibilidades y
limitaciones y permitié alcanzar uno de los objetivos propuestos que era el
conocimiento por parte de los futuros docentes de una tecnologia educativa y de la
posibilidad de acceder a practicas pedagdgicas diferentes. A los efectos de evaluar el
impacto del empleo del soft en el aprendizaje del tema se interrog6 a los alumnos
mediante una encuesta sobre los aspectos que consideran que esta herramienta
contribuye a facilitar su aprendizaje. La mayoria de los estudiantes coincidieron en que
el empleo del soft facilita la visualizacién, la construccion, la realizacion de
composiciones de simetrias y la descomposicién de movimientos, pero no lo destacan

como facilitador del proceso de demostracion.

Durante el desarrollo de la investigacion se han presentado limitaciones tales
como: las caracteristicas del grupo: el tamafio de la muestra: es pequerio; la seleccion de
las actividades: encontrar actividades significativas de cada una de las fases
correspondientes a cada nivel como asi también la determinacion de los criterios de
éxito ha sido muy dificil, y si bien se ha seguido bibliografia especifica no podemos
dejar de lado factores subjetivos que influyen en la determinacién de los diferentes
niveles coincidiendo con Mayberry (1983) especialmente en los momentos en los
aparecen razonamientos de dos tipos de niveles distintos; el tiempo asignado a la
préactica con ordenadores no ha sido el deseado debido a la organizacion curricular
como asi también el tiempo que los estudiantes destinan al cumplimiento de las tareas

obligatorias (clases practicas) y no obligatorias (clases tedricas).

A pesar de las limitaciones mencionadas, se considera que esta investigacion
tiene implicaciones practicas tanto para los estudiantes como para los docentes. El
conocimiento por parte de los docentes de los niveles de razonamiento alcanzados por

sus alumnos les permitira crear situaciones de aprendizaje que les faciliten avanzar en
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su nivel de razonamiento y evitar fracasos que surgen de proponer actividades que no

estan en condiciones de realizar
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